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Abstract

Scattered near field of a Hermite–Gaussian beam by two chiral cylinders is examined theoreti-

cally. By using the relation between the conventinal Hermite–Gaussian beam and the multipoles

with complex source point, the scattered fields are expressed as a superposition of the scattered

multipole fields. Electromagnetic fields are expanded in terms of the cylindrical vector wave

functions. The unknown expansion coefficients for the scattered field and the internal field are

obtained by using the boundary condition. As numerical examples, the scattered near fields of

the lowest-order beam are calculated and the effects of chirality and the distance between two

cylinders on the scattered fields are examined.
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1. まえがき

近年，光学活性を示すキラル媒質 1),2) と電磁界との

相互作用について興味が持たれている。キラル媒質は，

機能素子としての応用が考えられており，キラルスラ

ブにおける反射および透過 3)，キラルグレーティングか

らの放射特性 4) ，円柱 5)，球 6)，および任意形状の物体

による散乱 7), 8) などについて報告が行なわれている。

一方，電磁ホーンやレーザからの射出光は，近軸領域

では通常のエルミート・ガウスビーム波で精度良く近

似できることが知られている。Siegman9)により提案さ

れた複素エルミート・ガウスビーム波は，高次モードで

は波面が球面でないために通常の球面共振器などの解

析には適さない。しかしながら，複素ビーム波は，複素

空間に波源を有する多重極界と密接な関連 10) をもつこ

とが知られてる。複素エルミート・ガウスビーム波は

理論解析する際は優れているが，実用上取り扱い難い

面がある。この問題を解決するために，良く用いられ

ている通常のビーム波と複素ビーム波との関係式 11) が

導かれた。この関係式を用いて，筆者の一人はキラル

球 12) やキラル円柱 13) によるエルミート・ガウスビー

ム波の散乱問題について検討を行ってきた。

物体が複数存在する場合，物体間での多重散乱の影

響が大変重要になってくる。多数の物体による散乱問

題はこれまでに多くの研究が行われている 14),15)。多数

のキラル球がランダムに配置された媒質の等価誘電率

の評価 16) が報告されているが，ビーム波が入射した場

合の複数キラル円柱による散乱については検討されて

いないようである。

本研究では，通常のエルミート・ガウスビーム波と複

素多重極界との関係を用いて，２本のキラル円柱によ

る散乱問題について解析している。２本のキラル円柱

は，多重散乱を検討する際の最小単位と考えることが

できる。円柱による散乱電磁界および各円柱内部の電

磁界を円柱ベクトル波動関数で展開する。未知係数は

境界条件から求める。数値例として，等しい２本のキ
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ラル円柱による近傍散乱電界を計算し，キラル係数と

円柱の間隔の影響について検討を行なっている。なお，

本論文では，時間因子を exp( jωt)とし以下これを省略

する。

2. 複素多重極解とガウスビーム波との関係

複素点 (0,− jb)に置かれた波源からの放射界 G0 は，

0 次第２種ハンケル関数 H(2)
0 (kR̃) で与えられる。た

だし，R̃ =
√

x̃2 +(z̃+ jb)2 は複素距離であり，R̃ の分

岐として放射条件を満足するように選んでいる。係数

b(= kw2
0/2) は最低次モードの最小スポットサイズ w0

と関連しており，k(= 2π/λ ) は自由空間中における波

数である。複素多重極界を次式で定義する 10)。

Gn =
(
∂
∂x

)n

G0 (1)

通常のエルミート・ガウスビーム波 ψn は，漸近・近

軸近似の下で複素多重極界の有限項和で表すことがで

きる 11)。

ψn = (−1)nk
(π

2

) 1
4
(

n!w0

2

) 1
2

e−kb
[n/2]

∑
p=0

2−pwn−2p
0

p!(n−2p)!
Gn−2p

(2)

式 (2)より，通常のエルミート・ガウスビーム波の散乱

界は複素多重極界の散乱界の重ね合わせで与えられる

ことがわかる。従って，以下では複素多重極界の散乱

問題について解析を行う。

3. キラル円柱によるエルミート・ガウスビーム波
の散乱
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図１　問題の座標系

本節では，図１に示すようにエルミート・ガウスビー

ム波が２本のキラル円柱に入射した場合の散乱問題に

ついて解析を行う。ただし，入射ビーム波は柱軸方向

に偏波（E偏波）しており，各キラル円柱は半径 ai，非

誘電率 εri，比透磁率 µri，キラル係数 κi (i = 1,2)のパ

ラメータで構成されている。キラル媒質における構成

方程式を次式で定義する。

D = ε0εrE− jκ
√
ε0µ0 H (3)

B = jκ
√
ε0µ0 E+ µoµrH (4)

この媒質中では２つの固有値（伝搬係数）k+,−k− を持
つことが知られている。

k± = ω
√
ε0µ0(

√
εrµr ±κ) (5)

本研究で用いる円柱ベクトル波動関数 N(p)
m (k,ri),

M(p)
m (k,ri)を次式で定義する。

M(p)
n (k,ri) = ∇×

[
ŷ f (p)

n (k,ri)
]

(6)

N(p)
n (k,ri) =

j
k
∇×M(p)

n (k,ri) p = 1,2 (7)

ここで，ŷは y軸方向の単位ベクトルであり，f (p)
n (k,ri)

は次式で表される。

f (p)
n (k,ri) = Z(p)

n (kri)exp( jnθi) (8)

ただし，

Z(1)
n (kri) = Jn(kri) (9)

Z(2)
n (kri) = H(2)

n (kri) (10)

であり，Jn(kri)はベッセル関数，H(2)
n (kri)は第２種ハ

ンケル関数である。

図１に示すように，２本のキラル円柱の中心は基準

座標系 (x,z)において，(d1,0)および (−d2,0)にあると

する。解析の都合上，各円柱の中心を原点として z軸を

基準線とする円柱座標系 (ri,θi) (i = 1,2)を導入する。

入射ビームは最低次モードが z̃ = 0に最小スポットサイ

ズ w0 を持ち，z̃正方向に伝搬するエルミート・ガウス

ビーム波とする。(x,z)座標系におけるビームウェスト

の位置を (−x0,−z0)として，z軸と z̃軸が θ0 の角をな

すとする。ベッセル関数に対する加法定理を用いると，

(ri,θi)座標系において入射電界は次式で与えられる。

Ei(k,ri) = ŷGn

=
− j
k


∞

∑
m=−∞

αm(i,n)N(2)
m (k,ri) , |ρi0| < ri

∞

∑
m=−∞

βm(i,n)N(1)
m (k,ri) , |ρi0| > ri

(11)

Hi(k,ri)

=
j

ωµ0


∞

∑
m=−∞

αm(i,n)M(2)
m (k,ri) , |ρi0| < ri

∞

∑
m=−∞

βm(i,n)M(1)
m (k,ri) , |ρi0| > ri

(12)



ここで，αm(i,n), βm(i,n)は，

αm(i,n) =
(

jk
2

)n n

∑
p=0

(
n
p

)
Jm+n−2p(kρi0)

· exp[− j(m+n−2p)φi0 + j(n−2p)θ0]
(13)

βm(i,n) =
(

jk
2

)n n

∑
p=0

(
n
p

)
H(2)

m+n−2p(kρi0)

· exp[− j(m+n−2p)φi0 + j(n−2p)θ0]
(14)

であり，

ρi0 = [(±di + x0 + jbsinθ0)2

+(z0 + jbcosθ0)2]1/2 (15)

φi0 = tan−1 ±di + x0 + jbsinθ0

z0 + jbcosθ0
(16)

ri = [(x∓di)2 + z2]1/2 (17)

θi = tan−1(x∓di)/z) (18)

また，
(n

p

)
は二項係数である。また，複号は i = 1,2に

対応する。

i番目の円柱の散乱電磁界は円柱ベクトル波動関数を

用いて次式のように展開できる。

Es(k,ri)

=
∞

∑
m=−∞

{
αs

m(i,n)P(2)
m (k,ri)+β s

m(i,n)Q(2)
m (k,ri)

}
　

(19)

Hs(k,ri) =
k

jωµ0

·
∞

∑
m=−∞

{
αs

m(i,n)P(2)
m (k,ri)−β s

m(i,n)Q(2)
m (k,ri)

}
(20)

ここで，P(p)
m (k,ri)，Q(p)

m (k,ri)は次式で定義される。

P(p)
m (k,ri) = M(p)

m (k,ri)+ jN(p)
m (k,ri) (21)

Q(p)
m (k,ri) = M(p)

m (k,ri)− jN(p)
m (k,ri) (22)

境界条件を適用する際に式 (19)および (20)を l 番目

の座標系 (i �= l)で表現する必要がある。ベッセル関数

に対する加法定理を用いると次式で表現される。

Es(k,ri) =
∞

∑
m=−∞

∞

∑
q=−∞

H(2)
q−m(kril)exp[ jθil(q−m)]

·
{
αs

q(i,n)P(1)
m (k,rl)−β s

q(i,n)Q(1)
m (k,rl)

}
(23)

Hs(k,ri) =
k

jωµ0

∞

∑
m=−∞

∞

∑
q=−∞

H(2)
q−m(kril)exp [ jθil(q−m)]

·
{
αs

q(i,n)P(1)
m (k,rl)−β s

q(i,n)Q(1)
m (k,rl)

}
(24)

一方，i番目の円柱内部の電磁界は次式のように展開

できる。

Et(k,ri)

=
∞

∑
m=−∞

{
am(i,n)P(1)

m (k+
i ,ri)+bm(i,n)Q(1)

m (k−i ,ri)
}

(25)

Ht(k,ri)

=
1

jωµi

∞

∑
m=−∞

{
(k+

i +ωκ
√
ε0µ0)am(i,n)P(1)

m (k+
i ,ri)

− (k−i −ωκ
√
ε0µ0)bm(i,n)Q(1)

m (k−i ,ri)
}

(26)

未知係数 αs
m(i,n), β s

m(i,n)，am(i,n)，bm(i,n) は，円

柱境界面において電磁界の接線成分が連続である次式

の境界条件から求めることができる。{
Ei(k,ri)+

2

∑
l=1

[
Es(k,ri)−Et(k,ri)

]}
× r̂ = 0 (27)

{
Hi(k,ri)+

2

∑
l=1

[
Hs(k,ri)−Ht(k,ri)

]}
× r̂ = 0 (28)

ここで，r̂ は各円柱での r 方向の単位ベクトルである。

未知係数 αs
m(i,n) および β s

m(i,n) について整理すると，

連立１次方程式が得られる。具体的な表現式は付録に

示す。

4. 数値計算結果

本節では前節で得られた散乱界表現を用いて，２本

のキラル円柱によるガウスビーム波の近傍散乱電界を

計算する。入射ビームは柱軸方向に偏波され，(0,−λ )

に最小スポットサイズ w0 = 2λ を持つ最低次モード
(n = 0)とする。なお，波長は λ = 1.55[µm]とし，z = λ
を観測面としている。

２本のキラル円柱は自由空間中に配置され，その半径

は a1 = a2 = a = 0.5λ，比誘電率は εr1 = εr2 = εr = 4.0，

比透磁率は µr1 = µr2 = µr = 1.0とする。また，電磁界

の展開項数は界の収束が十分と考えられる m = ±30ま

でとっている。

先ず，未知係数の妥当性を調べるため，２本の誘電体

円柱 (κ = 0.0)によるガウスビーム波の遠方散乱電界を

調べた。遠方界はハンケル関数の漸近近似表現を用い



て求める。得られた結果が文献 17) のそれとよく一致す

ることを確認した。

図３ (a)および (b)は，それぞれ，２本の誘電体円柱

間の距離が d1 = d2 = d = 1.6λ および d = 2.5λ の場合
の規格化近傍散乱電界 |Ey|を示している。この図より，
円柱間の距離が小さい場合，入射ビーム波の伝搬軸付

近に電界が集中するのに対して，円柱間の距離が大き

くなると，各円柱座標系での θi = 0付近で電界が最大

値を取ることがわかる。これは，各円柱からの散乱界

が相互に干渉しているためと考えられる。

図４および図５は，それぞれ，κ1 = κ2 = κ = 0.1お

よび κ = 0.3 の場合の規格化近傍散乱電界 |Ey| を示し

ている。なお，その他のパラメータは図３と同じであ

る。キラル係数が小さい場合，誘電体円柱の場合とほ

ぼ同様の電界分布である。しかし，キラル係数が大き

くなると誘電体円柱の場合（図３参照）と異なり各円柱

座標系での θi = 0付近で電界が最大となっている。

図６ (a) および (b) は，それぞれ，κ = 0.1 および

κ = 0.3 に対する近傍散乱電界の x 成分（交叉偏波成

分）を示している。ただし，主偏波成分の最大値で規格

化している。この図より，キラル円柱により偏波面が

回転していることがわかる。また，キラル性が大きく

なると交叉偏波成分が大きくなっている。
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(a) d = 1.6λ (b) d = 2.5λ
図３誘電体円柱による近傍散乱電界 (κ = 0.0)

N
or

m
al

iz
ed

 a
m

pl
itu

de
|E

y|

x/λ
-10 0 10

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

N
or

m
al

iz
ed

 a
m

pl
itu

de
|E

y|

x/λ

-10 0 10

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

(a) d = 1.6λ (b) d = 2.5λ
図４近傍散乱電界 (κ = 0.1)
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(a) d = 1.6λ (b) d = 2.5λ
図５近傍散乱電界 (κ = 0.3)
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(a) κ = 0.1 (b) κ = 0.3
図６交叉偏波成分の近傍散乱電界

5. 結論

本研究では，通常のエルミート・ガウスビーム波と複

素多重極界との関係を用いて，２本のキラル円柱によ

るエルミート・ガウスビーム波の近傍散乱界について

検討を行った。

先ず，２本の誘電体円柱によるガウスビーム波の遠

方散乱界が従来の結果と一致したことを確認した。ま

た，円柱間の距離に依存して散乱電界の最大値が生じ

る位置が，電磁界の相互干渉により異なることを示し

た。一方，キラル円柱の場合にはキラル係数が大きく

なるにつれて，散乱電界は各円柱座標系の中心付近に

分布することが示された。

今後の課題としては，高次モードによる散乱界の計

算，H 波入射に対する解析，２本以上の複数キラル円

柱の散乱問題の解析などが考えられる。
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A 付録

境界条件式から係数 am(i,n)および bm(i,n)を消去すると，未知係数 αs
m(i,n)および β s

m(i,n)について次式の連立１

次方程式が得られる。
S(1) S(1) X(2 : 1)T(1) X(2 : 1)T(1)
U(1) U(1) X(2 : 1)V(1) X(2 : 1)V(1)

X(1 : 2)T(2) X(1 : 2)T(2) S(2) S(2)
X(1 : 2)V(2) X(1 : 2)V(2) U(2) U(2)




ααα s(1,n)
βββ s(1,n)
ααα s(2,n)
βββ s(2,n)

 =


W(1)
W(1)
W(2)
W(2)

 (29)

ここで，行列 X(l : i)は要素が Xmq(l; i)であり，また，S(i),S(i),U(i),U(i),V(i),V(i),W(i),W(i)は，列ベクトルで各

成分は次式で与えられる。

Xmq(l : i) = H(2)
q−m(krli)exp[ jθli(q−m)] (30)

Sm(i) =
{

J′m(k+
i ai)Jm(k−i ai)+ Jm(k+

i ai)J′m(k−i ai)
}

H(2)
m (kai)+ γi

{
H(2)′

m (kai)Jm(k−i ai)+H(2)
m (kai)J′m(k−i ai)

}
Jm(k+

i ai)

− δi

{
H(2)′

m (kai)Jm(k+
i ai)−H(2)

m (kai)J′m(k+
i ai)

}
Jm(k−i ai) (31)

Sm(i) =
{

J′m(k+
i ai)Jm(k−i ai)+ Jm(k+

i ai)J′m(k−i ai)
}

H(2)
m (kai)

+ γi

{
H(2)′

m (kai)Jm(k−i ai)−H(2)
m (kai)J′m(k−i ai)

}
Jm(k+

i ai)



− δi

{
H(2)′

m (kai)Jm(k+
i ai)+H(2)

m (kai)J′m(k+
i ai)

}
Jm(k−i ai) (32)

Tm(i) =
{

J′m(k+
i ai)Jm(k−i ai)+ Jm(k+

i ai)J′m(k−i ai)
}

Jm(kai)+ γi

{
J′m(kai)Jm(k−i ai)+ Jm(kai)J′m(k−i ai)

}
Jm(k+

i ai)

− δi

{
J′m(kai)Jm(k+

i ai)− Jm(kai)J′m(k+
i ai)

}
Jm(k−i ai) (33)

T m(i) =
{

J′m(k+
i ai)Jm(k−i ai)+ Jm(k+

i ai)J′m(k−i ai)
}

Jm(kai)+ γi

{
J′m(kai)Jm(k−i ai)− Jm(kai)J′m(k−i ai)

}
Jm(k+

i ai)

− δi

{
J′m(kai)Jm(k+

i ai)+ Jm(kai)J′m(k+
i ai)

}
Jm(k−i ai) (34)

Um(i) =
{

J′m(k+
i ai)Jm(k−i ai)+ Jm(k+

i ai)J′m(k−i ai)
}

H(2)′
m (kai)

+ γi

{
H(2)′

m (kai)Jm(k−i ai)+H(2)
m (kai)J′m(k−i ai)

}
J′m(k+

i ai)

+ δi

{
H(2)′

m (kai)Jm(k+
i ai)−H(2)

m (kai)J′m(k+
i ai)

}
J′m(k−i ai) (35)

Um(i) = −
{

J′m(k+
i ai)Jm(k−i ai)+ Jm(k+

i ai)J′m(k−i ai)
}

H(2)′
m (kai)

+ γi

{
H(2)′

m (kai)Jm(k−i ai)−H(2)
m (kai)J′m(k−i ai)

}
J′m(k+

i ai)

+ δi

{
H(2)′

m (kai)Jm(k+
i ai)+H(2)

m (kai)J′m(k+
i ai)

}
J′m(k−i ai) (36)

Vm(i) =
{

J′m(k+
i ai)Jm(k−i ai)+ Jm(k+

i ai)J′m(k−i ai)
}

J′m(kai)+ γi

{
J′m(kai)Jm(k−i ai)+ Jm(kai)J′m(k−i ai)

}
J′m(k+

i ai)

+ δi

{
J′m(kai)Jm(k+

i ai)− Jm(kai)J′m(k+
i ai)

}
J′m(k−i ai) (37)

V m(i) = −
{

J′m(k+
i ai)Jm(k−i ai)+ Jm(k+

i ai)J′m(k−i ai)
}

J′m(kai)+ γi

{
J′m(kai)Jm(k−i ai)− Jm(kai)J′m(k−i ai)

}
J′m(k+

i ai)

+ δi

{
J′m(kai)Jm(k+

i ai)+ Jm(kai)J′m(k+
i ai)

}
J′m(k−i ai) (38)

Wm(i) =
βm(i,n)

k

{
γiJm(k+

i ai)J′m(k−i ai)+ δiJm(k−i ai)J′m(k+
i ai)

}
Jm(kai) (39)

W m(i) =
βm(i,n)

k

[{
J′m(k+

i ai)Jm(k−i ai)+ Jm(k+
i ai)J′m(k−i ai)

}
J′m(kai)+ (γi − δi)Jm(kai)J′m(k+

i ai)J′m(k−i ai)

]
(40)

γi =
−1
µri

k+
i +ωκ√ε0µ0

k
, δi =

1
µri

k−i −ωκ√ε0µ0

k
(41)

ただし，プライム記号 (′)は引数に関する微分を表す。


